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LA Tour D’HANOI

Objectifs
e Représenter un algorithme récursif par un arbre,
o Effectuer une analyse de compléxité temporelle d’un algorithme récursif,

o Implémenter un algorithme récursif en Python.

Problématique La « Tour d’Hanoi » est un jeu imaginé par le mathématicien francais Edouard Lucas (1842-1891),
qu’il publia dans « Récréations mathématiques », dont I'extrait est fourni en annexe. Apres avoir décrit les regles du
jeu, il fournit une analyse de la compléxité temporelle de I’algorithme récursif de résolution du probléeme. On peut y
lire :

A un coup par seconde, il faut plus de quatre minutes pour déplacer la tour de huit étages. Pour exécuter

le transport de la tour d’Hanoi d soizante-quatre étages, conformément aux régles du jeu, il faudrait un

nombre de déplacements égal a

18446 744073709551 615;

ce qui exigerait plus de cing milliards de siécles !

A travers cette activité, on se propose de comprendre 'analyse que nous livre Edouard Lucas. Apres avoir expérimenté
son jeu sur des cas simples, ce qui te permettra de bien appréhender la solution récursive au probleme, tu mettras en
ceuvre son implémentation dans un programme Python.

1. Apres avoir lu les régles détaillées dans I'extrait en annexe, trouve la solution en jouant tout d’abord avec 1
étage, puis 2 étages, puis 3 étages.
Tu détailleras toutes les étapes en représentant chacun des piquets A, B et C, par un tableau a n lignes, avec n
le nombre d’étages et ou les étages sont représentés par des nombres ordonnés selon leur taille.
Par exemple, pour trois étages (n = 3) :

1 1
2 N — 2
3 3
A B C A B C

2. A partir de I'exemple donné par Edouard Lucas dans sa publication, formule les 3 étapes de la solution récursive
pour déplacer n étages.

3. On nomme déplacer(n, départ, intermédiaire, arrivée) l'algorithme permettant de déplacer les n étages
supérieurs du piquet départ vers le piquet arrivée en se servant du piquet intermédiaire.
Par exemple, I'instance déplacer(2, "B", "C", "A") de cet algorithme signifie qu’il faut déplacer les 2 étages
supérieurs du piquet "B" vers le piquet "A" en se servant du piquet "C" comme piquet intermédiaire.
(a) Reformule la solution de la question 2. en te servant de cet algorithme.

(b) Représente sous la forme d’un arbre 'instance déplacer(3, "A", "B","C"), qui se situera au sommet de
I’arbre, et ou chaque appel récursif est inscrit au bout d’une branche sur un niveau inférieur de ’arbre. Tous
les appels provenant d’un méme algorithme doivent se situer sur un méme niveau.

4. (a) Détermine la formule mathématique permettant de calculer le nombre de déplacements nécessaires avec une
tour de n étages.
(b) Vérifie alors le nombre de déplacements donné en introduction dans le cas d’une tour de 64 étages.
(¢) Quelle fonction mathmatique permet de décrire la tendance de la relation entre le nombre d’étages de la
tour et le nombre de déplacements ?
5. Ecrire une fonction récursive hanoi(n, debut, inter, fin) en Python implémentant cet algorithme.
Lors de 'appel hanoi(3, "A", "B", "C"), tu dois obtenir I’affichage suivant :

Déplace 1'étage supérieur de la tour "A" a la tour "C"
Déplace 1'étage supérieur de la tour "A" a la tour "B"
Déplace 1'étage supérieur de la tour "C" & la tour "B"
Déplace 1'étage supérieur de la tour "A" & la tour "C"
Déplace 1'étage supérieur de la tour "B" & la tour "A"
Déplace 1'étage supérieur de la tour "B" & la tour "C"
Déplace 1'étage supérieur de la tour "A" a la tour "C"
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